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Re´sume´ – L’augmentation des performances des machines de positionnement passe par l’augmentation
des acce´le´rations et donc des sollicitations transmises a` la structure de la machine. Ces contraintes sont
susceptibles d’engendrer des de´formations et des vibrations de´gradant le suivi de proﬁl ainsi que le posi-
tionnement ﬁnal. Les commandes nume´riques avance´es disposent de diﬀe´rentes formes de loi de mouvement
(a` jerk limite´, polynomiale...) qui ont un eﬀet notable sur le compromis entre la dure´e du mouvement ef-
fectif et la pre´cision attendue. L’objectif de cet article vise a` de´mystiﬁer cet eﬀet en proposant une analyse
comparative de l’inﬂuence de diﬀe´rents types de lois de mouvement sur les vibrations, ainsi que sur la
dure´e du mouvement d’un axe soumis a` un mode de de´formation pre´ponde´rant.
Mots cle´s : Vibration / de´formation e´lastique / loi de mouvement / ge´ne´ration de commande / syste`me
a` dynamique e´leve´e
Abstract – Toward an adaptation of the movement law for high-speed positioning
systems. The increase in performances for industrial positioning systems implies the increase in acceler-
ations demands and thus the increase in the stresses transmitted to the mechanical components. These
stresses can generate deformations and vibrations degrading the tracking accuracy as well as the posi-
tioning accuracy. Modern numerical controllers oﬀer diﬀerent movement laws (limited jerk, polynomial...),
which have a notable eﬀect on the compromise between the eﬀective movement time and the expected
accuracy. This paper aims at understanding this eﬀect by proposing a comparative analysis of the inﬂu-
ence of various movement laws on the vibrations and on the movement time of an axis submitted to a
predominating vibratory mode.
Key words: Vibration / elastic deformation / movement law / command generation / high-dynamics
system
1 Introduction
L’augmentation de la productivite´ des syste`mes de po-
sitionnement (machines-outils, manipulateurs carte´siens,
portiques,...) passe globalement par la re´duction de la
dure´e des mouvements. L’accroissement des demandes dy-
namiques en termes d’acce´le´ration et de vitesse maximale
conduit ces syste`mes a` la limite de leurs possibilite´s tech-
nologiques, invalidant de ce fait l’hypothe`se classiquement
retenue d’un comportement rigide de la charge a` posi-
tionner. Les modes de structure deviennent de`s lors au-
tant de parame`tres sensibles s’exprimant sous la forme
a Auteur pour correspondance :
richard.bearee@lille.ensam.fr
de de´formations et de vibrations, qui limitent les perfor-
mances et de´gradent le syste`me par fatigue.
Une des pistes de solution au proble`me de ﬂexibi-
lite´ consiste a` e´laborer une structure de commande fai-
sant appel a` des algorithmes sophistique´s et utilisant des
re´fe´rences de´termine´es spe´ciﬁquement pour d’une part,
convenir a` la physique du syste`me et, d’autre part, at-
teindre les performances escompte´es [1,2]. Parmi les prin-
cipales me´thodes envisage´es, la plus classiquement uti-
lise´e consiste a` placer des ﬁltres sur les signaux d’erreur
des asservissements de fac¸on a` e´liminer les fre´quences as-
socie´es aux modes vibratoires. Le principal inconve´nient
des techniques de ﬁltrage re´side dans le de´phasage qu’elles
introduisent. Ce phe´nome`ne de retard peut aller a` l’en-
contre des objectifs vise´s en ne´cessitant une diminution
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Nomenclature
Am Acce´le´ration maximale
[
m.s−2
]
F Eﬀort de pousse´e sur le syste`me [N]
Jm Jerk maximum
[
m.s−3
]
Sm Snap maximum
[
m.s−4
]
Tf , Ta Dure´e du mouvement, dure´e des phases
a` acce´le´ration non nulle [s]
Tn Pe´riode naturelle d’un mode vibratoire [s]
Vm Vitesse maximale
[
m.s−1
]
xref Proﬁl de re´fe´rence en position [m]
x˙, x¨ De´rive´e premie`re et seconde par rapport au temps
ε Erreur dynamique en position [m]
ωn, Pulsation naturelle d’un mode vibratoire
[
rad.s−1
]
max
Δ
(•) Maximum de • sur l’espace Δ
des dynamiques, aﬁn de garantir la stabilite´ du syste`me
asservi. Une autre me´thode investigue´e dans cet article
consiste a` agir directement sur la forme de la re´fe´rence
de position, c’est-a`-dire sur la loi de mouvement. Intui-
tivement, le degre´ d’excitation des modes vibratoires du
processus sera directement lie´ au degre´ de  douceur  de
la loi de mouvement. Aujourd’hui toutes les commandes
avance´es disposent de diﬀe´rents types de loi (jerk limite´e,
sinus ou sinus carre´ d’acce´le´ration, polynoˆmes...).
Dans cet article, nous proposons une e´tude compara-
tive de l’inﬂuence de ces diﬀe´rentes lois de mouvement
sur le comportement vibratoire ainsi que sur la dure´e
du mouvement d’un axe soumis a` un mode vibratoire
pre´ponde´rant.
Nous attirons l’attention du lecteur sur la termi-
nologie utilise´e pour nommer les de´rive´es successives
du mouvement. En eﬀet, si le terme de jerk (de´rive´e
de l’acce´le´ration) est de´sormais courant et accepte´ par
tous, les de´rive´es d’ordres supe´rieurs ne disposent pas
de de´nominations norme´es. Nous utiliserons une termi-
nologie issue de la biotechnologie, seul domaine a` utiliser
couramment les de´rive´es de la position pour qualiﬁer les
mouvements humains. Ainsi, la de´rive´e du jerk est appele´e
snap [3].
2 La loi de mouvement
2.1 Classification des lois de mouvement
La loi de mouvement d’un syste`me repre´sente la loi ho-
raire impose´e a` la ge´ome´trie de´sire´e. Avant toute chose,
une fonction temporelle candidate au titre de loi de
mouvement doit eˆtre capable de s’adapter aux varia-
tions d’e´chelles du mouvement, c’est-a`-dire eˆtre  suﬃ-
samment parame´trable  pour de´crire toutes les longueurs
de de´placement possibles sans de´ge´ne´rescence excessive de
sa forme, donc de ses proprie´te´s.
Nous distinguerons dans la suite deux familles de lois
de mouvement que nous appellerons respectivement lois
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Fig. 1. Forme ge´ne´rique d’une loi de mouvement en
acce´le´ration : (a) loi douce et (b) loi bang-bang.
douces et lois bang-bang. La ﬁgure 1 repre´sente le prin-
cipe de base diﬀe´renciant les deux familles de loi de
mouvement.
Les lois douces rassemblent toutes les fonctions tem-
porelles dont l’expression analytique ve´riﬁe les pro-
prie´te´s ne´cessaires a` l’e´laboration d’une loi de mou-
vement. Bien que l’on puisse imaginer de nombreuses
fonctions candidates, les principales fonctions concerne´es
sont les fonctions polynomiales et les fonctions harmo-
niques. Dans les deux cas, elles permettent de s’adapter
aux caracte´ristiques d’acce´le´ration et de de´ce´le´ration; les
premie`res par l’adaptabilite´ de leur forme (fonction du
degre´ du polynoˆme) et les dernie`res par leur pe´riodicite´
naturelle. Ce type de loi d’une continuite´ inﬁnie lors du
mouvement (en dehors des points extreˆmes) aura de fac¸on
implicite une plus grande chance de demander un mouve-
ment qui correspond a` une trajectoire physique de la ma-
chine. Cet eﬀet est ge´ne´ralement englobe´ sous le qualiﬁca-
tif d’adoucissement de la trajectoire ( smoothing  dans
la litte´rature anglaise) et re´sulte en une diminution des
vibrations durant le mouvement ainsi qu’en une diminu-
tion du temps de relaxation du syste`me. Nous verrons que
l’inconve´nient principal de ces lois est de ne pas eˆtre op-
timales par rapport au temps, contrairement a` certaines
lois bang-bang. Toutefois, cet inconve´nient, i.e. l’augmen-
tation du temps de mouvement the´orique, est parfois com-
pense´ par la forte diminution du temps de relaxation.
Les lois bang-bang doivent leur appellation a` leur prin-
cipe d’e´laboration qui consiste a` saturer la variable de
commande du syste`me, ou une de ses de´rive´es, en com-
mutant un certain nombre de fois du niveau maximal au
niveau minimal autorise´. La loi de mouvement re´sultante
en position est donc compose´e d’une succession de courbes
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Fig. 2. Mode`le d’axe soumis a` un mode de de´formation
pre´ponde´rant.
que l’on peut exprimer sous la forme d’une fonction po-
lynomiale par morceaux (spline). La loi de mouvement
bang-bang est ainsi entie`rement caracte´rise´e par le degre´
des polynoˆmes utilise´s (i.e. l’ordre de la de´rive´e de la po-
sition utilise´e), par le nombre de ses polynoˆmes (nombre
de commutations moins une), ainsi que par les valeurs
des instants de commutation entre chacun des polynoˆmes.
Nous verrons que le choix de ces instants de commuta-
tion, oﬀre un degre´ de liberte´ supple´mentaire permettant
d’optimiser la loi de mouvement par rapport a` certains
crite`res. La plupart des e´tudes de´die´es a` ce type de loi ont
porte´ sur une optimisation par rapport au temps [4]. Mais
une technique particulie`re d’e´laboration des lois bang-
bang, baptise´e  input shaping  permet e´galement de les
adapter aux caracte´ristiques vibratoires d’un syste`me [5].
2.2 Mode`le d’e´tude des vibrations
Notre objectif consiste a` formaliser l’inﬂuence de la loi
de mouvement sur le mode souple dominant d’un axe. Le
mode`le d’axe utilise´, de´crit a` la ﬁgure 2, correspond au
mode`le le plus classiquement usite´ [6] ; celui d’un axe sou-
mis a` un mode de transmission. Les fonctions de transfert
canoniques repre´sentant la dynamique d’un tel syste`me
entre les vitesses Vc1 et Vc2 des deux masses et l’eﬀort de
commande F , s’expriment dans le domaine continu sous
la forme :
Vc1(s)
F (s) =
1+
2ζ′n
ω′n
s+ 1
ω′2n
s2
mtots
(
1+ 2ζnωn s+
1
ω2n
s2
) ; Vc2(s)Vc1(s) =
1+
2ζ′n
ω′n
s(
1+
2ζ′n
ω′n
s+ 1
ω′2n
s2
)
mtot = mc1 + mc2; r = mc2/mc1; ω′n =
√
Kt
mc2
;
ζ′n =
μt
2
√
Kt.mc2
; ωn = ω′n
√
(1 + r); ζn = ζ′n
√
(1 + r)
(1)
De`s que la loi de mouvement s’e´carte d’une des tra-
jectoires physiques du syste`me, les modes souples sont
susceptibles d’eˆtre excite´s et, par conse´quent, la pre´cision
dynamique est de´grade´e. Le de´placement eﬀectif de la
charge, note´ xc2, diﬀe`re alors du mouvement ide´al. On
de´ﬁnit l’erreur dynamique du mouvement :
ε (t) = xref (t)− xc2 (t) (2)
D’apre`s les expressions (1) et (2), en notant que
l’acce´le´ration de re´fe´rence est de la forme x¨ref (s) =
F (s)/mtot, la fonction de transfert re´gissant l’e´volution
de l’erreur dynamique dans le cas d’une souplesse domi-
nante de transmission sera donne´e par :
ε (s)
xref (s)
=
1
ω2n
s2
1 + 2ζnωn s +
1
ω2n
s2
(3)
Dans la suite, nous nous inte´ressons aux vibrations in-
duites par la loi de mouvement lors du de´placement, mais
e´galement lors de la phase d’arreˆt. Ce dernier type de vi-
bration, appele´e vibration re´siduelle, est un crite`re dans
certains cas pre´ponde´rant (exemple du positionnement
rapide en robotique, des changements d’outil et phases
hors usinage en machine-outil). Pour un syste`me du se-
cond ordre, tel que celui repre´sente´ par l’erreur dyna-
mique (3), il existe une relation analytique simple per-
mettant de de´terminer l’amplitude maximale de l’erreur
vibratoire re´siduelle en fonction de l’erreur dynamique et
de sa de´rive´e a` l’instant ﬁnal Tf . En eﬀet, la re´solution
de l’e´quation diﬀe´rentielle donne´e par la relation (3) en
re´gime libre (t  Tf ⇒ x¨ref (t) = x˙ref (t) = 0) conduit a`
l’expression :
ε (t) = e−ζnωn(t−Tf ) [C1 cos (ωn (t− Tf))
+C2 sin (ωn (t− Tf))] pour t  Tf
avec C1 = ε (Tf) et C2 = ε˙ (Tf) /ωn − ε (Tf) ζnωn (4)
d’ou` l’on de´duit l’amplitude maximale des vibrations
re´siduelles :
max
tTf
(ε (t)) =√
(ε (Tf))
2+
(
ε˙ (Tf)
ωn
)2
+ζ2n (ε (Tf))
2− 2ζnε˙ (Tf) ε (Tf)
ωn
(5)
Aﬁn de simpliﬁer l’analyse comparative des diﬀe´rentes
lois de mouvement, nous utilisons une repre´sentation bap-
tise´e graphe de vibration. Ce graphe est un diagramme
adimensionne´ repre´sentant l’amplitude maximale des vi-
brations (lors du mouvement et re´siduelles) rapporte´es
a` la distance parcourue en fonction d’un temps adimen-
sionne´. La variable de temps adimensionne´ repre´sente
le rapport entre une caracte´ristique temporelle de la loi
(ge´ne´ralement la dure´e du mouvement) et la pe´riode na-
turelle du mode propre conside´re´. Ce graphe est une ex-
tension d’une repre´sentation utilise´e dans [7] destine´e a`
retranscrire les vibrations re´siduelles.
2.3 Graphe de vibration de la loi de re´fe´rence
a` acce´le´ration limite´e
La loi a` acce´le´ration limite´e, de´crite a` la ﬁgure 3,
est utilise´e classiquement par toutes les commandes
nume´riques. De par son caracte`re ge´ne´rique et sa capa-
cite´ a` de´ﬁnir le proﬁl de commande en temps minimum
(compte tenu des limitations de vitesse et d’acce´le´ration),
la loi en bang-bang d’acce´le´ration nous servira de
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Fig. 3. Loi de mouvement classique a` acce´le´ration limite´e
(bang-bang d’acce´le´ration).
re´fe´rence absolue aﬁn de quantiﬁer l’apport des diﬀe´rentes
lois e´tudie´es. Le graphe de vibration sera e´tabli pour
chaque loi et compare´ a` celui de la loi a` acce´le´ration li-
mite´e. Le terme d’amortissement associe´ aux vibrations
me´caniques des machines de production est ge´ne´ralement
faible (de l’ordre de 5 a` 10 %) et sera ne´glige´ dans la
suite. On notera que toutes les lois e´tudie´es peuvent eˆtre
scinde´es aﬁn d’inclure des phases a` acce´le´ration nulle
(lorsque la vitesse maximale est atteinte). Mais dans l’op-
tique de conserver un outil de comparaison simple pour
toutes les lois de mouvement, ces phases ne seront pas
prises en compte dans le graphe de vibration. Ainsi, tous
les proﬁls seront de´ﬁnis pour atteindre une position ﬁnale
avec comme seule contrainte la limite d’acce´le´ration.
Le proﬁl d’acce´le´ration de re´fe´rence correspondant
a` la loi a` acce´le´ration limite´e (avec Am la valeur de
l’acce´le´ration maximale) s’e´crit :
0  t  Tf/2 x¨ref = Am
Tf/2  t  Tf x¨ref = −Am
Tf  t x¨ref = 0
(6)
Tout e´chelon impose´ a` un syste`me du second ordre non
amorti cre´e un de´passement d’amplitude e´gale a` 100 %
de l’e´chelon conside´re´. Lors du mouvement sur le pro-
ﬁl en bang-bang d’acce´le´ration, le syste`me est soumis a`
deux e´chelons (deux commutations), le premier d’ampli-
tude Am et le second d’amplitude 2Am. Par conse´quent,
l’amplitude de l’erreur vibratoire maximale (en position)
lors du mouvement sera borne´e par :
max
t<Tf
(ε (t)) =
3Am
ω2n
(7)
et le calcul de l’erreur vibratoire re´siduelle correspondante
(cf. E´q. (5)) conduit a` l’expression :
max
tTf
(ε (t)) =
4Am
ω2n
(sin (Tfωn))
2 (8)
En notant que la distance parcourue est donne´e par
xref = xref(Tf) = AmT 2a avec Tf = 2Ta, il est possible de
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Fig. 4. Graphe de vibration pour la loi a` acce´le´ration limite´e.
reformuler l’amplitude des vibrations sous la forme adi-
mensionne´e :
max
t<Tf
(ε (t))
xref
=
3
(π.τ )2
;
max
tTf
(ε (t))
xref
=
(
sinc
(π.τ
2
))2
(9)
avec τ = Tfωn/2π le temps adimensionne´ et en adoptant
la notation sinc (x) = sin (x)/x.
Le graphe de vibration de la loi a` acce´le´ration limite´e
est repre´sente´ a` la ﬁgure 4. Les spe´ciﬁcite´s de cette courbe,
notamment la pre´sence de zones de vibration re´siduelle
nulle seront discute´es dans la suite. On notera que les
vibrations lors du mouvement ne peuvent se de´velopper
que pour des dure´es de mouvement supe´rieures ou e´gales
a` 2 fois la pe´riode propre du phe´nome`ne vibratoire ; en
dec¸a` il s’agira d’une de´formation e´lastique de la structure
qui n’est ici pas prise en compte.
3 Les lois de mouvement douces
3.1 Les lois harmoniques
Le de´placement d’un axe d’un point a` un autre im-
plique pour une loi de mouvement, l’existence d’une phase
d’acce´le´ration et d’une phase de de´ce´le´ration. Ce bascu-
lement entre des phases ou` l’acce´le´ration sera positive
puis ne´gative, laisse tout naturellement penser a` la forme
pe´riodique des fonctions trigonome´triques. A priori, la
fonction sinus ve´riﬁe les contraintes d’une loi de mou-
vement. La loi de mouvement en acce´le´ration sera ainsi
de´ﬁnie par le parame`tre d’acce´le´ration maximale Am et
la dure´e du mouvement Tf :
x¨ref (t) = Am sin
(
2π
t
Tf
)
(0  t  Tf) (10)
On peut imaginer de nombreuses lois de mouvement a`
base de fonctions trigonome´triques ; par exemple, la loi en
sinus carre´ d’acce´le´ration, disponible dans certaines com-
mandes nume´riques, dont la pente aux points extreˆmes
est nulle. On notera que l’utilisation de ce type de loi
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Fig. 5. Loi de mouvement en sinus et sinus carre´
d’acce´le´ration.
rend implicite la discre´tisation du proﬁle´ ; chaque phase
du mouvement est de´ﬁnie soit par un sinus carre´, soit
par une acce´le´ration nulle (vitesse constante). Le proﬁl
d’acce´le´ration pour la loi en sinus carre´ s’e´crit :
x¨ref (t) = Am sin2
(
2π tTf
) (
0  t  Tf2
)
x¨ref (t) = −Am sin2
(
2π tTf
) (
Tf
2  t  Tf
) (11)
La ﬁgure 5 illustre les lois de mouvement en sinus
et sinus carre´ compare´es a` la loi a` acce´le´ration limite´e.
La ﬁgure 6 repre´sente le graphe de vibration associe´ aux
lois trigonome´triques. La re´duction du spectre d’excita-
tion lors du mouvement par l’utilisation d’une loi de type
harmonique est nettement visible. Quant a` la re´duction
des vibrations re´siduelles, elle n’est re´ellement signiﬁca-
tive que pour des mouvements d’une dure´e supe´rieure a` 3
ou 4 fois la pe´riode propre du mode pre´ponde´rant.
3.2 Les lois polynomiales
Aﬁn de privile´gier la  douceur  d’un mouvement, il
semble cohe´rent de vouloir minimiser les amplitudes des
de´rive´es de la position tout au long du mouvement. Soit
x(t) une loi de mouvement pour laquelle nous voulons mi-
nimiser la de´rive´e nie`me. Le proble`me d’optimisation sans
contrainte ainsi de´ﬁni peut se formuler sous la forme qua-
dratique classique : de´terminer x(t) minimisant la fonc-
tionnelle J donne´e par
J =
Tf∫
0
(
dnx (t)
dtn
)2
dt (12)
La solution de ce proble`me est un polynoˆme d’ordre 2n−1,
dont les coeﬃcients seront fonction des conditions aux
points extreˆmes [8]. Aﬁn de comparer l’inﬂuence de la
de´rive´e minimise´e, nous allons e´tudier deux lois de mou-
vement : la premie`re minimisant le jerk et la seconde mini-
misant la de´rive´e du jerk (le snap). Ainsi, la loi minimisant
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Fig. 6. Graphes de vibration des lois en sinus et sinus carre´
d’acce´le´ration.
le jerk (i.e. pour n = 3), est de´ﬁnie par un polynoˆme de
degre´ 5 :
[xref (t)]minJ =
30t3xref
T 5f
(
t2
5
− Tft
2
+
T 2f
3
)
(13)
et pour le polynoˆme minimisant le snap, on obtient :
[xref (t)]minS =
t4xref
T 7f
(−20t3 + 70t2Tf − 84tT 2f + 35T 3f )
(14)
La ﬁgure 7 pre´sente de fac¸on ge´ne´rique la forme de ces
lois de mouvement et la ﬁgure 8 repre´sente le graphe
de vibration associe´. L’utilisation des polynoˆmes ap-
porte une nette re´duction du niveau vibratoire pour
des de´placements d’une dure´e supe´rieure a` deux fois la
pe´riode propre du mode dominant. On ve´riﬁe que plus le
polynoˆme est d’un degre´ e´leve´, donc plus la loi de mou-
vement est d’une classe de continuite´ e´leve´e, et moins les
vibrations re´siduelles sont importantes. La re´duction des
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Fig. 7. Loi de mouvement a` acce´le´ration, jerk et snap mini-
mum.
vibrations lors du mouvement est quant a` elle comparable
pour les lois a` jerk et snap minimum. Il est inte´ressant de
noter que la loi a` jerk minimum est utilise´e depuis long-
temps en robotique pour sa similitude avec les mouve-
ments des articulations humaines [9].
4 Lois de mouvement base´es
sur des commutations d’e´chelons :
bang-bang
4.1 De´finition
Les lois de mouvement a` commutations bang-bang
utilise´es dans les directeurs de commandes nume´riques
sont des lois de commande en temps optimale imposant
une contrainte sur une ou plusieurs de´rive´es du mouve-
ment. L’optimalite´ de ces lois suppose un comportement
rigide du syste`me, qui est alors assimilable a` un double
inte´grateur. Le proble`me de commande optimale corres-
pondant peut s’e´noncer comme suit :
Soit le syste`me de´crit par les e´quations d’e´tat
x˙1 = x2, x˙2 = u, u˙ = u1, · · · , u˙n−1 = un (15)
De´terminer l’entre´e de commande u(t) qui minimise la
fonctionnelle
J =
∫ Tf
0
dt = Tf (16)
avec une contrainte sur la de´rive´e nie`me de la commande
|un|  (un)max (17)
et les conditions aux limites
x1 (0) = 0, x1 (Tf) = xref , x2 (0) = 0,
x2 (Tf) = 0, u (0) = 0, u (Tf) = 0 (18)
D’apre`s le principe du maximum de Pontriaguine, la
solution optimale ve´riﬁe [4] :
(1) la commande optimale est de type bang-bang. un
commute entre les valeurs 0 et ± (un)max, (2) il y a
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Fig. 8. Graphes de vibration des lois de mouvement a`
acce´le´ration, jerk et snap minimum.
n + 1 commutations et (3) les instants de commutations
sont fonction des conditions aux limites.
L’application de ce re´sultat pour une limitation
d’acce´le´ration permet de retrouver la loi en bang-bang
d’acce´le´ration utilise´e comme re´fe´rence (3 commutations).
On note que si l’on ajoute des contraintes sur les autres
n − 1 de´rive´es de la position, il est alors ne´cessaire de
ge´rer des paliers de saturation des de´rive´es concerne´es.
Par exemple, si l’on impose une limitation de vitesse a`
la loi en bang-bang d’acce´le´ration, on obtient un proﬁl en
trape`ze de vitesse. La ﬁgure 9 repre´sente les proﬁls des lois
de mouvement en bang-bang de jerk (4 commutations) et
en bang-bang de snap (5 commutations). On rappelle que
pour des raisons de cohe´rence toutes les lois sont adapte´es
pour atteindre la meˆme limite d’acce´le´ration et que la li-
mitation de vitesse est suppose´e non atteinte.
D’apre`s les graphes de vibrations de la ﬁgure 10,
les lois en jerk et snap limite´s permettent naturelle-
ment de re´duire les vibrations durant le mouvement.
Cette re´duction est toutefois moins importante que celle
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Fig. 9. Proﬁl des lois de mouvement a` acce´le´ration, jerk et
snap limite´s.
obtenue pour les lois douces polynomiales. La re´duction
des vibrations re´siduelles pour la loi en jerk limite´, dis-
ponible dans la plupart des commandes du marche´, est
quant a` elle comparable a` la celle de la loi a` jerk limite´.
Un aspect notable des lois a` commutation bang-bang est
l’annulation des vibrations re´siduelles pour une dure´e du
mouvement e´gale a` un multiple de deux fois la pe´riode du
mode propre (a` partir de τ = 4 pour la loi a` jerk limite´
et τ = 6 pour la loi a` snap limite´). Cette proprie´te´ ap-
plique´e a` la loi a` jerk limite´ peut eˆtre utilise´e pour de´ﬁnir
une proce´dure de re´glage du jerk maximal conduisant a`
annuler la vibration en ﬁn de mouvement.
4.2 A` propos de l’annulation des vibrations re´siduelles
Pour tous les graphes de vibration pre´sente´s, on note
l’existence de zones de vibration re´siduelle nulle. Ces
zones ne sont pas exploitables dans le cas des lois douces.
En eﬀet, la dure´e du mouvement, et donc la variable adi-
mensionne´e τ = Tf/Tn, est ﬁxe´e par la distance a` par-
courir et par la limitation de l’acce´le´ration. Les zones
exemptes de vibration ne sont atteintes que pour cer-
taines longueurs de de´placement. Seule la discre´tisation
du mouvement des lois continues par partie oﬀre le pa-
rame´trage ne´cessaire a` l’utilisation de ces zones. Il est
possible d’adapter cette proprie´te´ aux lois bang-bang vues
pre´ce´demment.
La capacite´ des lois a` commutation bang-bang d’an-
nuler les vibrations re´siduelles par un choix judicieux des
dure´es se´parant les instants de commutations est base´e
sur le meˆme principe que la technique baptise´e  Input
Shaping Technique . Cette technique repose sur le fait
qu’une vibration engendre´e par une impulsion peut eˆtre
annule´e par une vibration cause´e par une impulsion sui-
vante. L’IST a e´te´ e´tudie´e et applique´e par de nombreux
chercheurs [5, 10]. Les amplitudes Ai des impulsions et
les valeurs Ti des instants de commutation sont obtenues
a` partir de la pulsation naturelle et de l’amortissement
du mode propre conside´re´. Une explication succincte de
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Fig. 10. Graphes de vibration des lois de mouvement a`
acce´le´ration, jerk et snap limite´s.
ce principe repose sur l’annulation de poˆles complexes
conjugue´s re´alise´e par la loi bang-bang qui est, dans le
domaine continu, e´quivalente a` une somme d’e´chelons re-
tarde´s dans le temps. Pour exemple, les lois a` commuta-
tion bang-bang vues pre´ce´demment peuvent s’e´crire :
xref (s) =
(un)max
s · F (s) · 1sn ;
F (s) =
n∑
i=1
Ai . e
−sTi (19)
avec F (s) un ﬁltre retarde´ et les Ai prennent ici leur va-
leur dans l’ensemble {0, 1, −1}. L’annulation de poˆles
complexes conjugue´s associe´s au mode vibratoire s’ob-
tient par la pre´sence de ze´ros complexes conjugue´s a` la
meˆme position dans le ﬁltre retarde´ :
n∑
i=1
Ai . e
−sTi
∣∣∣∣∣
s=−ςnωn±jωn
√
1−ς2n
= 0 (20)
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Ivib = 1− Aire sous le graphe de vibrationAire sous le graphe de vibration pour la loi de re´fe´rence
Ivibres = 1− Aire sous le graphe de vibration re´siduelleAire sous le graphe de vibration re´siduelle pour la loi de re´fe´rence
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Fig. 11. Graphes de vibration re´siduelle de la loi a` jerk limite´
pour diﬀe´rentes valeurs d’amortissement du mode vibratoire.
Cette e´quation implique que les deux conditions suivantes
soient inde´pendamment ve´riﬁe´es :⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
n∑
i=1
Ai . e
ςnωnTi cos
(
ωn
√
1− ς2n Ti
)
= 0
n∑
i=1
Ai . e
ςnωnTi sin
(
ωn
√
1− ς2n Ti
)
= 0
(21)
L’IST utilise le nombre de commutation n, l’amplitude
des impulsions Ai et les instants de commutations Ti
comme variables de re´solutions pour l’e´quation (21). Dans
notre cas, les amplitudes et le nombre de commutation
sont impose´s par le mouvement a` re´aliser et par la forme
de loi conside´re´e. Les seuls parame`tres libres sont les ins-
tants de commutation (la dure´e du mouvement). On no-
tera que c’est la raison pour laquelle les lois bang-bang
pre´ce´dentes ne permettent d’annuler totalement les vibra-
tions re´siduelles que dans le cas d’un mode non amorti. Si
l’amortissement n’est pas ne´gligeable, l’amplitude des im-
pulsions doit alors eˆtre adapte´e. Conside´rons la loi a` jerk
limite´ (cf. Fig. 9) applique´e a` un mode non amorti. En
notant, Jm la valeur maximale du jerk et Tj la dure´e des
e´chelons de jerk, le syste`me d’e´quations (21) se re´e´crit :{
Jm (1−2 cos (ωn Tj)+2 cos (3ωn Tj)−cos (4ωn Tj)) = 0
Jm (−2 sin (ωn Tj) + 2 sin (3ωn Tj)− sin (4ωn Tj)) = 0
(22)
Une solution triviale consiste a` choisir la dure´e des
e´chelons de jerk e´gale a` la pe´riode propre Tn (= 2π/ωn)
du mode vibratoire. Dans ce cas, la valeur maximale du
jerk sera ﬁxe´e par la limite d’acce´le´ration :
Jm = Am/Tn (23)
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Fig. 12. Indices de performance des lois de mouvement.
et la dure´e du mouvement sera au minimum de 4Tn.
On notera que la loi a` jerk limite´ e´tant syme´trique
par rapport a` la demi-dure´e de mouvement, le re´sultat
pre´ce´dent reste vrai meˆme dans le cas d’un proﬁl incluant
la limitation de vitesse. On notera e´galement que l’amor-
tissement des syste`mes me´caniques e´tant tre`s faible, la
re´duction des vibrations reste largement notable dans le
cas d’un mode amorti [11]. La ﬁgure 11 illustre cet eﬀet
en pre´sentant le graphe de vibration re´siduelle de la loi a`
jerk limite´ pour diﬀe´rentes valeurs d’amortissement.
5 Indices de performances des lois
de mouvement
Aﬁn de quantiﬁer les performances des diﬀe´rentes lois
de mouvement e´tudie´es, deux indices de performance sont
de´duits du graphe de vibration : un indice de vibra-
tion lors du mouvement Ivib et un indice de vibration
re´siduelle Ivibres de´ﬁnis comme suit :
voir e´quation (24) ci-dessus
La ﬁgure 12 pre´sente l’e´volution de ces crite`res en fonc-
tion du type de loi conside´re´. Le tableau 1 donne l’al-
longement de la dure´e de mouvement the´orique pour ces
diﬀe´rentes lois. On remarque en comparant les diﬀe´rents
indices de performance que les lois en bang-bang de jerk
ou de snap peuvent permettre de re´aliser un meilleur com-
promis vis-a`-vis de la re´duction des oscillations re´siduelles
et de l’ine´vitable allongement de la dure´e de mouvement
the´orique (par rapport au bang-bang d’acce´le´ration).
Il s’agit de plus d’indice de performance re´alisant une
moyenne. Or nous venons de ve´riﬁer que les lois en bang-
bang peuvent annuler les vibrations re´siduelles pour un
re´glage judicieux de la dure´e se´parant les e´chelons. Les
lois polynomiales a` jerk ou a` snap minimum re´duisent
de fac¸on plus signiﬁcative les vibrations lors du mouve-
ment, mais ceci au de´triment du temps de cycle. Quant
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Tableau 1. Augmentation de la dure´e du mouvement pour
les lois e´tudie´es.
Type de loi Augmentation de la dure´e
de mouvement du mouvement the´orique par rapport
a` la loi de re´fe´rence
Jerk limite´ Selon la valeur du jerk maximum
entre 0 et +41 %
Snap limite´ Selon la valeur du jerk et snap maximum
entre 0 et +44 %
Sinus +25 %
Sinus carre´ +41 %
Jerk minimum +20 %
Snap minimum +37 %
aux lois harmoniques e´tudie´es, elles n’ame´liorent pas un
crite`re spe´ciﬁque et ne permettent pas plus de re´aliser un
compromis satisfaisant entre les trois crite`res.
6 Validations expe´rimentales
Dans cette partie, nous nous proposons d’illustrer l’in-
ﬂuence des lois de mouvement e´tudie´es par quelques va-
lidations expe´rimentales. Pour ce faire nous employons
un banc mono-axe e´quipe´ d’un moteur line´aire syn-
chrone Indramat LSP120C. Ce type de machine est uti-
lise´ pour de´placer rapidement un syste`me d’usinage (teˆte
de perc¸age). Aﬁn de reproduire le comportement dy-
namique du syste`me embarque´ utilise´ en production,
deux ensembles masses/ressorts peuvent eˆtre ajoute´s en
se´rie sur la table en translation (cf. Fig. 13). Un des
ensembles masse-ressort est ici bloque´ me´caniquement
aﬁn de ne tenir compte que d’un mode de de´formation
unique dominant la re´ponse vibratoire du syste`me. La
fre´quence propre associe´e a` ce mode est de 12,1 Hz
(76 rad.s−1). Le syste`me correspond ainsi exactement aux
hypothe`ses de travail conside´re´es dans cet article. Les re-
leve´s expe´rimentaux pre´sente´s sont par conse´quent une
illustration directe de l’inﬂuence des lois de mouvement.
Les diﬀe´rentes lois e´tudie´es sont calcule´es pour res-
pecter l’acce´le´ration et la vitesse maximale sur l’axe
concerne´. Ces donne´es associe´es a` la distance a` parcourir
suﬃsent pour e´laborer la loi de re´fe´rence a` acce´le´ration li-
mite´e, ainsi que les lois polynomiales et trigonome´triques.
En ce qui concerne les lois a` jerk ou snap limite´, nous uti-
lisons la me´thode de re´glage de´crite dans la section 4.2
visant a` supprimer les vibrations re´siduelles. Ainsi, pour
la loi a` jerk limite´, la valeur maximal de jerk est ﬁxe´e
par l’acce´le´ration maximale et par la pe´riode propre du
syste`me. Pour la loi a` snap limite´, la valeur de snap maxi-
mal est ﬁxe´e par le jerk maximal et par la pe´riode propre
du syste`me. Par contre, il n’existe pas de limite the´orique
a` la valeur du jerk dans ce cas de ﬁgure. Nous avons par
conse´quent de´cline´ deux cas de re´glage : un premier cas
ou` nous utilisons la meˆme valeur de jerk maximal que
Fig. 13. Banc d’essais mono-axe. (Caracte´ristiques : masses
embarque´es 260+ (20,6+16,5) kg ; acce´le´ration = 20 m.s−2 ;
vitesse = 100 m.min−1.)
pour la loi a` jerk limite´, un deuxie`me ou` la valeur de jerk
est le double de la pre´ce´dente.
La ﬁgure 14 pre´sente les re´sultats obtenus. Les essais
ont e´te´ re´alise´s pour plusieurs longueurs de de´placement.
Par souci de clarte´, les courbes pre´sente´es correspondent
a` un de´placement de faible amplitude (200 mm) permet-
tant une mise en e´vidence plus nette des performances
en termes de re´duction de vibration (l’amortissement du
mode n’a que peu d’inﬂuence dans ce cas puisque les
vibrations induites par les diﬀe´rentes phases du mou-
vement n’ont pas le temps de s’atte´nuer). La ﬁgure 14
illustre le fait que la proce´dure de re´glage utilise´e pour
les lois a` jerk et snap limite´s permet eﬀectivement de
re´duire conside´rablement les vibrations re´siduelles. On
notera que dans le cas de la loi a` snap limite´, la valeur
du jerk maximal inﬂue sur l’erreur re´siduelle. Pour un
jerk double de celui re´gle´ pour la loi a` jerk limite´, les vi-
brations re´siduelles augmentent le´ge`rement et la dure´e de
mouvement reste e´videmment toujours supe´rieure a` celle
obtenue pour la loi a` jerk limite´. Pour un jerk maximum
e´quivalent sur les deux lois, la loi a` snap limite´ ne pro-
voque pas d’oscillations re´siduelles perceptibles. Concer-
nant les lois polynomiales, l’augmentation du degre´ du
polynoˆme accroˆıt naturellement sa  douceur  et l’on
ve´riﬁe sur les courbes expe´rimentales que les vibrations
diminuent signiﬁcativement avec cette augmentation. Les
re´sultats obtenus avec les lois en sinus et sinus carre´
d’acce´le´ration montrent e´galement une nette re´duction
des vibrations durant le mouvement comparativement a`
la loi de re´fe´rence.
7 Conclusions
Dans cet article nous avons pre´sente´ une analyse com-
parative de diﬀe´rentes lois de mouvement (lois bang-
bang, lois harmoniques et lois polynomiales) sur les vibra-
tions et sur l’allongement de la dure´e de mouvement. La
me´thode d’obtention d’un majorant de l’erreur vibratoire
a e´te´ pre´sente´e. Les re´sultats de cette formalisation, tra-
duits sous la forme de graphes de vibration, sont de´taille´s
pour chacune des lois. Des indices de performance e´tablis
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Fig. 14. Vibrations re´siduelles et erreur de poursuite des lois de mouvement e´tudie´es (mouvement de 200 mm).
a` partir de ces meˆmes graphes permettent d’analyser
a priori la propension d’une loi de mouvement a` ame´liorer
les performances du positionnement. De cette analyse
peut de´couler le choix d’un certain type de lois en fonction
du contexte d’utilisation du syste`me. Pour les machines
re´alisant des ope´rations du type pick-and-place ou pour
les usinages ou` le temps est le crite`re privile´gie´ (automo-
bile/ae´ronautique), la famille des lois bang-bang oﬀre la
meilleure solution. Pour des ope´rations ou` la pre´cision
du suivi de trajectoire est seule privile´gie´e, il semble
pre´fe´rable de recourir a` la douceur  polynomiale .
Il est inte´ressant de noter que deux lois de mouve-
ment se de´gagent principalement. Il s’agit des lois en jerk
(jerk limite´ et jerk minimum) qui apparaissent comme
les mieux adapte´es au cas d’un mode vibratoire domi-
nant. La premie`re permet d’annuler facilement les vibra-
tions re´siduelles mais ne´cessite une certaine connaissance
du phe´nome`ne vibratoire, la seconde re´duit notablement
les vibrations pour tout type de de´placement, conﬁrmant
ainsi son aptitude a` de´crire les mouvements humains na-
turellement doux (les modes vibratoires des articulations
humaines sont tre`s bas).
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